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Wer erhSt zuerst drei Punkte?

Hans Ulrich Keller, MNG ZYrich

Zusammenfassung

Die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten ergibt oft Yoerraschende Ergebnisse: Vermeintlich einfache Situatio-
nen k3nnen zu mathematisch aufwendigen Problemen fYhren. Diesist z.B. bei einem Spiel der Fall, bei dem
zwei Personen in einem Versuch je eine feste Wahrscheinlichkeit p, resp. p, f¥r den Erhalt eines Punktes haben,
wobei solche Versuche so lange wiederholt werden, bis eine der Personen insgesamt n Punkte gesammelt hat. In
einem ersten Teil wird der Fall p,+ p, = 1 gel3st, was, mit endlichen Spielen, zu einer Pascal! Verteilung fYhrt.
In einem zweiten Teil wird der Fall p,+p,=1"! p, gel3st, bei dem eine Wahrscheinlichkeit p, > 0 daf Yr vor-
handen ist, dass im einzelnen Versuch keine der beiden Personen einen Punkt erhdt, was zu potentiell unendlich
langen Spielen fYhrt. Geeignete Algorithmen sind hier, neben dem allerdings etwas mYhsamen Baumdiagramm,
einerseits die Monte! Carlo! Methode, die schnell und unkompliziert zu angenSherten Resultaten fYhrt, anderer-
seits das aufwShdigere Verfahren der Markow! Kette, womit ebenfalls exakte Resultate sowie zus3zliche Er-
kenntnisse gefunden werden kSnnen.

Erster Teil: Endlich lange Spiele

Annaund Berta vereinbaren folgendes Spiel: Jemand wirft ! alsVersuch! einen SpielwYr-
fel. Zeigt der W¥tfel die Augenzahl 1 oder 2, erhSt Annaeinen Punkt. Andernfalls erhSt
Berta einen Punkt. Dieser Versuch wird so oft wiederholt, bis entweder Anna oder Berta drei
Punkte erhalten hat, womit das Spiel beendet ist.

Annahat somit bei jedem Versuch eine Wahrscheinlichkeit p, = % f¥r den Erhalt eines Punk-

tes, wShrend Berta daf Yr die Gegenwahrscheinlichkeit pp =1! p,= % hat.

Das Spiel ist fr¥hestens nach 3 und spSestens nach 5 Versuchen beendet. Wird vereinbart,
dass das Spiel allgemein nach dem Erhalt von n Punkten beendet ist, werden dazu mindestens
nund hSchstens2n! 1 Versuche benstigt.

¥ Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt Anna das Spiel, wennn = 3ist?
¥ Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt sie bel einem beliebigen n?

Zur Beantwortung dieser Fragen kann fYr n = 2 der Ybliche Baum gezeichnet werden:
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Fig. 1: Baum f¥r das Spiel mit n = 2. Die Rechtecke markieren den Spielgewinn von Anna,
die Ovale den von Berta.
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Aus dem Baumdiagramm lassen sich leicht die Wahrscheinlichkeiten f¥r Annas resp. Bertas
Spielgewinn angeben:

P N=2)=ps + 2P Po, resp. Py (N=2)=po° +2Pap’ (Gl.1,2)

Es kann hier sofort verifiziert werden, dass die Summe dieser beiden Wahrscheinlichkeiten
wie erwartet gleich 1 ist.

FYr die oben konkret angegebenen Wahrscheinlichkeiten p, = % und p, = % gewinnt Anna

a

das Spiel mit der Wahrscheinlichkeit p*(n=2) = 2—77 und Bertamit der Wahrscheinlichkeit

20
J(n=2)==—.
Py ( >7

FYr n=3wird der Baum! mit 38 Pfeilen! sehr unYbersichtlich.

Hier helfen kombinatorische T berlegungen weiter, die z.B. f¥r n = 4 darin bestehen, nachein-
ander die Elemente{A, A, A, A}, dann die Elemente {A, A, A, A, B}, {A, A, A, A, B, B}
und {A, A, A, A, B, B, B} zu permutieren. A steht dabei fYr einen Punktegewinn von Anna, B
f¥r einen Punktegewinn von Berta, und die Reihenfolge entspricht der Reihenfolge, in wel-
cher Annaresp. Berta einen Punkt gewinnt. Es muss berYcksichtigt werden, dass das Spiel
nach jeweils den ersten vier A's, meist gemischt mit B's, fYr Anna gewonnen ist, was die An-
zahl der zu berYcksichtigenden Permutationen verringert.

Auf diese Weise kann fYr n = 3 die Formel

P (N=3)=ps’+3pa’ po+ 6P Po” (Gl. 3)

a

gefunden werden, was f¥r p, = % den Wert p*(n=3)= 213—1 ergibt. Es It bereits jetzt auf,
dass es f¥r Anna mit zunehmendem n offenbar immer schwieriger wird, Yoerhaupt ein Spiel
zu gewinnen. Tatshlich ist lim p(n) =0: Ist pp > pa, dannwird fYrn ! " der Gewinn des
Spiels f¥r Berta zur Gewissheit!

Die t berlegungen mit den Permutationen erlauben es, die Wahrscheinlichkeit p™(n) fYr den
Spielgewinn von Anna f¥r ein beliebiges n wie folgt anzugeben:

tot A k#1" n k
= 1# . 4
=" | g (@14

tot

Eine analoge Formel |Ssst sich fYr pi™* (n) angeben. Die auftretenden Binomial koeffizienten

finden sich auf der n! ten Diagonale des Pascal! Dreiecks. Diese Verteilung ist auch als 'Pas-
cal! Verteilung' oder 'negative Binomialverteilung' bekannt.

Unten sind im gleichen Diagramm die zu unseren Beispielwahrscheinlichkeiten p, = % und pp

% gehsrigen Wahrscheinlichkeiten p (n) und p*(n) dargestellt:
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Fig. 2: Wahrscheinlichkeit py(n) des Spielgewinns fYr Anna (unten) und py*(n) f¥r Berta
(oben) in AbhShgigkeit von der Anzahl Punkte n, die fYr den Spielgewinn verlangt
sind.

Mit der oben angegebenen Formel fYr die gesamte Wahrscheinlichkeit 1Ssst sich der Erwar-
tungswert Ev) = v=1 " z(p;"‘(n+ K) + pi* (n+ k)) "(n+ k) fYr die (mittlere) Anzahl der Ver-

k=

suche angeben, die nstig sind, bis das Spiel zu Endeist:

_ n "Nk 1

V=l og o PR @ p) RS K (G5

Dieser Erwartungswert E(v) ist im folgenden Diagramm in AbhShgigkeit von n wiedergege-
ben:

E(v)
30

25

Fig. 3:

20 Erwartungswert der Spieldauer E(v) = V in Ab-
hShgigkeit von der zum Spielgewinn nstigen

15 Punktezahl n. Interessant ist die Proportionait&
zwischen n und E(v), die sich asymptotisch fYr n

0 >> 1 ergibt; mit den vorgegeben Wahrscheinlich-

keitenistv#g!n.
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Zweiter Teil: Potentiell unendlich lange Spiele

Anna und Berta vereinbaren nun ein neues Spiel: Jemand wirft — als Versuch — einen Spiel-
wiirfel. Zeigt der Wiirfel die Augenzahl 1 oder 2, erhilt Anna einen Punkt. Berta erhilt einen
Punkt, wenn der Wiirfel die Augenzahl 3, 4 oder 5 zeigt; zeigt der Wiirfel die Augenzahl 6,
wird erneut gewiirfelt. Dieser Versuch wird so oft wiederholt, bis entweder Anna oder Berta
drei Punkte erhalten hat, wodurch das Spiel beendet ist.

Anna hat somit bei jedem Versuch eine Wahrscheinlichkeit p, = % fiir den Erhalt eines Punk-
tes, wihrend Berta dafiir die Wahrscheinlichkeit p, = % hat. Es gibt weiter eine Wahrschein-

lichkeit px = é dafiir, dass bei einem Versuch weder Anna noch Berta einen Punkt erhilt und

einfach weitergewiirfelt werden muss.

Das Spiel kann theoretisch beliebig lange dauern, da beliebig lange Serien von Wiirfen mit
der Augenzahl 6 denkbar sind. Fiir n = 1 ldsst sich das Problem mit einem — bereits unendlich
grossen — Baum und einer geometrischen Reihe in iiblicher Weise 16sen:

pZ\"‘(n:l):pa+pxpa+pX2pa+...=pa(l +px+pX2+ )= % (GL. 6)

tot

Eine analoge Formel ergibt sich fiir p, (n =1). Wie sofort gezeigt werden kann, ist die Sum-

me dieser beiden Wahrscheinlichkeiten gleich 1, da px = (1 — pa, — pp) ist. Dies ist offensicht-
lich, da tiber kurz oder lang Anna oder Berta den einzigen Punkt und damit das Spiel gewin-

. L . . 1 1
nen wird. Verwenden wir die oben erwédhnten Wahrscheinlichkeiten p, = 5 ,Pr= E und px =

tot

é, so ergibt sich fiir p;"(n=1) = % und fiir p, (n=1)= % Dies ist eine nicht unerwartete

Aufteilung im Verhiltnis der elementaren Wahrscheinlichkeiten fiir den Gewinn eines Punk-
tes, wobei beriicksichtigt ist, dass das Spiel beliebig lange dauern konnte.

Fiir diesen einfachsten Fall n = 1 lésst sich wiederum die mittlere Spieldauer E(v) = V berech-
nen:
V. =1 (pa+Pp)+2 (PxPa+PxPb) +3 (Px Pa+ Px Pb) +.oe
=(Pat+po) (1 +2p +3pl+4pc +..) (GL.7)

Der zweite Faktor ist eine bekannte, der geometrischen Reihe verwandte Reihe, wodurch sich
Gl. 7 vereinfacht zu

V= _(fa_‘“ppt;z (GL. 8)

Wieder mit den oben erwéhnten Wahrscheinlichkeiten p, = % Po= % und px = % ergibt sich

. . _ 6
eine mittlere Anzahl Versuche von v = g

Bereits fiir n > 1 ist jedoch die Methode der Baumdiagramme nur noch schwierig anwendbar,
da sich der Baum in Myriaden von unendlich langen Asten aufsplittert. Mit geeigneten Reihen
ist es aber durchaus moglich, dennoch die — hier vorweggenommenen — exakten Resultate fiir
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den Spielgewinn von (z.B.) Anna herzuleiten, worauf hier aber nicht weiter eingegangen wer-
den soll:

n+tk—1
k

n+k
of n-: n 1
() = > 0 ~Pa'pﬁ~[ ] (Gl.9)

1-p,

FYr px = 0 geht Gl. 9in diein Gl. 4 angegebene Pascal -V erteilung Yoer.

Es bieten sich zwei andere Verfahren an: Am einfachsten kann eine solche Situation mit der
M onte—Carlo—Methode bearbeitet werden, womit fYr die gesuchten Wahrscheinlichkeiten
alerdings nur angenherte Werte bestimmt werden k3nnen. Es werden z.B. einige Tausende
solcher Spiele mit Hilfe von Pseudozufallszahlen "durchgespielt” und die interessierenden
Mittelwerte berechnet.

Dies kann z.B. mit dem folgenden einfachen Programm (Mathematica) geschehen:

simnrmax = 100000; n = 4; Fig. 4:
Mathematica—Programm zur Simu-
lation einer Serie von 100000 Spie-

spiela = 0; spielb = 0; anzvers = 0;

For[simnr = 1, simnr = simnrmax, simnr++,

len.
punktea = 0; punkteb = 0;
While[punktea < n && punkteb <n, Es werden 100'000 Spiele "durch-
¥ = Random [Integer, {1, 6}]; gespielt", hier fYr n = 4. Die Vari-
I£[r = 2, punktea++]; able punktea enthSt die Anzahl der
Tf[r=3&8x =5, punkteb++] ; von Anna gesammelten Punkte. Die

Pseudozufallszahl r gibt die "ge-
wrfelte" Augenzahl an. Die Vari-
able anzvers zShlt die gesamte An-

anzvers++;];

If[punktea = n, spiela++];

If[punkteb =n, spielb++];]; zahl der Versuche, die Variable
{n, spiela/ simnrmax, spielb /simnrmax,  spieazSltdievon Annagewonne-
anzvers / simnrmax} // N nen Spiele.

Das Programm ergibt beispielsweise fYr n = 4, dass — im Mittel — Anna etwa 28.93 % und
Bertadie restlichen 71.07 % der Spiele gewinnt, und dassf¥r ein Spiel etwa V = 6.837 Ver-
suche benstigt werden.

Die gleiche Simulation ergibt f¥r n = 1, dass — im Mittel — Annaetwa 39.95 % und Bertadie
restlichen 60.05 % der Spiele gewinnt, und dass fYr ein Spiel etwa v =1.203 Versuche bens-
tigt werden. Dies steht in bester T bereinstimmung mit den oben angegebenen exakt berechne-
ten Werten.

Solche Simulationen, so nYtzlich sie fYr den Praktiker sein m3gen, bleiben dennoch in gewis-
ser Weise unbefriedigend, da keine exakten Werte bestimmt werden kSnnen. Um wiederum
exakte Werte zu finden, eignet sich die Beschreibung des Spiels mittels Markow—K etten. Ei-
ne gute EinfYhrung in dieses Thema findet sich beispielsweiseim Buch von Arthur Engel,
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik, Band 2. Markow—K etten sind generell definiert
durch ZustShde und die T bergangswahrscheinlichkeiten von jedem solchen Zustand in jeden
anderen. Die T bergangswahrscheinlichkeiten kSnnen in einer T bergangsmatrix P zusammen-
gefasst werden.

Bei unserem Problem kann jeder m3gliche Spielstand als ein Zustand aufgefasst werden. FYr
n = 2 ergeben sich neun m3gliche ZustSde: 0:0, 0:1, 0:2, 1:0, 1:1, 1:2, 2:0, 2:1 und 2:2. So
soll der Zustand 1:2 beispielsweise bedeuten, dass Anna erst einen Punkt erhalten hat, Berta
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aber bereits deren zwei. Fiir ein beliebiges n ergeben sich (n + 1)* Zustiinde, wobei der Zu-
stand n:n gar nie erreicht werden kann. Der Einfachheit halber kann aber dieser Zustand den-
noch mitgefiihrt werden: Die Ubergangswahrscheinlichkeiten zu diesem Zustand von allen
anderen Zustdnden aus werden einfach alle gleich Null gesetzt.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit von einem allgemeinen Zustand a:b (mit a, b < n) in den
Zustand (a + 1):b ist gleich p,, diejenige von a:b nach a:(b + 1) ist gleich py, und diejenige von
einem beliebigen Zustand in den wiederum gleichen Zustand ist gleich p. Die iibrigen Uber-
gangswahrscheinlichkeiten sind gleich Null. Zustinde wie n:b oder a:n mit a, b < n heissen
absorbierende Zustinde, und die Ubergangswahrscheinlichkeit von einem solchen Zustand in
wiederum den gleichen Zustand ist gleich 1.

Die Ubergangsmatrizen P sind quadratisch und haben (n + 1)* Zeilen und ebenso viele Spal-
ten, also fiir n = 4 bereits 625 Elemente! Die meisten dieser Ubergangswahrscheinlichkeiten
sind aber gleich 0, da es z.B. nicht moglich ist, in genau einem Schritt vom Zustand 0:1 in den
Zustand 0:0 oder in den Zustand 1:2 zu gelangen.

Der Einfachheit halber soll hier nur auf das Problem mit n = 2 im Detail eingegangen werden.
Eine Erweiterung auf n > 2 ist zwar aufwéndig, aber problemlos méglich.
Die Ubergangsmatrix P sieht fiir n = 2 wie folgt aus:

ab [0:0]0:1]02]1:0]) 1:1]1:2]207)2:1])2:2
0:0 | px 0 0 0 0 0 0 0
0:1 ] po | Px 0 0 0 0 0 0
021 0 Po 1 0 0 0 0 0
1:0 | p. 0 0 Px 0 0 0 0 0
1:1 0 Pa 0 Po | Px 0 0 0 0
121 0 0 0 0 Po 1 0 0 0
201 O 0 0 Pa 0 0 1 0 0
2211 0 0 0 0 Pa 0 0 1 0
221 0 0 0 0 0 0 0 1

Fig. 5: Die 9 x 9 — Ubergangsmatrix P fiir n = 2. Die Matrixelemente geben jeweils die
Wahrscheinlichkeit an, mit welcher — in genau einem Versuch — von einem Zustand
a:b (in der obersten Zeile angegeben) ein Zustand a":b' (in der dussersten Spalte links
angegeben) erreicht werden kann.

Mit Hilfe dieser Ubergangsmatrix P lisst sich nun die Wahrscheinlichkeit p(a,b,k) jedes Zu-
standes a:b nach k Versuchen berechnen:

p. 0.0 0 0 00 0 0\ (1 p(0,0.%))  Fig. 6:
p, p, 0 0 0 0 0 0 O 0 p(0,1,k) | Die Wahrscheinlichkeit eines Zu-
0O p, 1 0 00000 0 p(0,2,k) | stands nach k (mitk € N ) Versu-
p. 0 0 p. 0 000 0 0 p(1,0,k) | chen ist gegeben durch das Produkt
0 p. 0 p p. 000 0| <]|0]=|pnLK d.er k—tf:n Potenz der Ubergangsmat-
o 0 0 0 Lo o o 0 (L2.0 rix P mit dem Anfangsvektor
Py LSSk (p(a,b,0)) (GL. 10). Die unterstri-

0 0 0pp 0 01 0O 0 p(2,0,k) Lo .

‘ ———— | chenen Wahrscheinlichkeiten ent-
0000 p 0010 0 UCIRY) sprechen den vier absorbierenden
0O 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 Zustinden.
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Der Anfangsvektor (p(a, b, 0)) hat die Komponenten p(0,0,0) =1, respektive p(a,b,0)=0,

wenn a # 0 oder b # 0 ist, da zu Beginn des Spieles die Wahrscheinlichkeit des Spielstandes
0:0 gleich 1 ist und die Wahrscheinlichkeit jedes anderen Spielstandes gleich 0 ist. Die Wahr-
scheinlichkeit des Spielstandes p(2,2,k) ist und bleibt fiir jedes k gleich 0, da das Spiel jeweils
bereits vorher beendet ist: Die unterste Zeile und die letzte Spalte der oben angegebenen Mat-
rix P konnten, wie erwihnt, ohne Einschrinkung der Allgemeinheit weggelassen werden.

Interessant ist es nun zu sehen, wie sich die Wahrscheinlichkeit jedes Zustandes mit zuneh-
mendem k dndert, was zusétzliche Erkenntnisse iiber den Spielverlauf ergibt:

11 p(a,b.K)

0.8]10:0

Fig. 7: Wahrscheinlichkeit eines Zustandes, d.h. eines Spielstandes, nach k Versuchen.
Lesebeispiel: Fiir k = 0 hat der Zustand 0:0 die Wahrscheinlichkeit 1 und nach einem

Versuch (k = 1) die Wahrscheinlichkeit é , wihrend der Zustand 0:1 bei k = 1 seine

maximale Wahrscheinlichkeit von 50 % erreicht.

Es zeigt sich bereits fiir k = 6 Versuche, dass die Wahrscheinlichkeiten aller Zustidnde wie
erwartet einem Grenzwert zustreben. Die Spielstidnde 0:0, 0:1, 1:0 und 1:1 werden immer un-
wahrscheinlicher, und die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten streben gegen 0.

Die Schlussbesetzung der Zustinde ergibt sich, indem die Grenzmatrix P = lim P*, die sich

k—o0

(z.B. mit Mathematica) leicht berechnen ldsst, mit dem Anfangszustandsvektor

T

L . 4 24 .
(1,0,0,0,0,0,0,0,0)T multipliziert wird, was das Resultat |0, 0,2,0, O,E,—,—,O ergibt.

25 125 25 125

Erneute Multiplikation von P mit diesem Resultatvektor beldsst diesen dann invariant.
Anna gewinnt folglich mit einer Wahrscheinlichkeit von 16 % mit einem Schlussspielstand
von 2:0, und mit 19.2 % mit 2:1, insgesamt also mit einer Wahrscheinlichkeit von 35.2 %;
Berta gewinnt mit einer Wahrscheinlichkeit von 36 % mit 0:2 und mit einer Wahrscheinlich-
1_<_eit von 28.8 % mit 1:2, insgesamt also mit einer Wahrscheinlichkeit von 64.8 %, was in
Ubereinstimmung steht mit dem in Gl. 9 angegebenen Resultat.
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Bei einem Verh3tnis der Grundwahrscheinlichkeiten Pa: po=1:1.5verhaten sich dieent-
sprechenden Wahrscheinlichkeiten fYr den Spielgewinn also bereitswie 1 : 1.84. Es zeigt sich
hier das gleiche Phdhomen, das schon im ersten Teil (mit pa=1! py, d.h. px = 0) zu beobach-
ten war: Wird die benstigte Punktezahl n angehoben, strebt die Wahrscheinlichkeit pi* (n) f¥r
den Spielgewinn der Spielerin mit der grSsseren Grundwahrscheinlichkeit (p, > p,) ebenfalls
wieder gegen 1, wie dasin Fig. 8 veranschaulicht wird.

P

03] %)

08 o © °
07 )
06

0.5

04
03 °
0.2 ®

tot

0 p,(n)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Fig. 8: Wahrscheinlichkeit p{(n) des Spielgewinns f¥r Anna (unten) und py*(n) fYr Berta

(oben), bei potentiell unendlich langen Spielen, in AbhShgigkeit von der Anzahl Punk-
ten, die fYr den Spielgewinn verlangt sind.

Mit Hilfe der T bergangsmatrix P |Ssst sich auch hier wiederum die mittlere Spieldauer v
berechnen: Die bei einem allgemeinen n vorhandenen 2n absorbierenden ZustShde vergrss-
sern zusammen beim k! ten Versuch ihre Wahrscheinlichkeit jeweils total um ! p'® ; der Er-

AP -k.Diese
Reihe konvergiert in unserem einfachen Beispiel recht schnell: Mit n = 2 sind vier absorbie-

rende ZustShde vorhanden, dieihren Beitrag zu ! p'® liefern, und schon mit nur gerade 10
Summanden kann hier bereits der auf vier Dezimalen korrekte Wert v " 2.97589... f¥r den

wartungswert fYr v ergibt sich dann in Yolicher Weiseals v = E(v) =

exakten Wert v = %?) Versuche gefunden werden.

So kann eine sehr einfache Fragestellung ! wer erhSt zuerst drei Punkte? ! schnell zu weite-
ren interessanten Fragestellungen und zu mathematisch reizvollen Resultaten fYhren.

Die hier vorgestellten Aufgaben und LSsungen k3nnen Anregungen zur LSsung des sog. Tei-
lungsproblems geben: Wie muss der Einsatz der Spielenden gerecht zurYckverteilt werden,
wenn en solches Spiel vorzeitig abgebrochen werden muss?

Dieses Teilungsproblem wurde zum ersten Mal von Luca Pacioli (1494) gestellt, und Blaise
Pascal und Pierre de Fermat fYhrten darYber einen ausfYhrlichen Briefwechsel.

Literatur:
Arthur Engel, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik, Band 2.
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